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PSAEN - 2007/08
Primeira Fase - Matematica

Resolugéo: Caio Guimaraes, Rodolpho Castro, Victor Faria, Paulo Soares, luri Lima
Digitacdo: Caio Guimaraes, Julio Sousa.

Comentario da Prova:

A prova de matematica desse ano veio com um enfoque muito grande em
célculo. O nivel de dificuldade das questfes no geral se manteve 0 mesmo,
com excecdo de algumas questdes que notavelmente vieram mais
trabalhosas que o usual (como a questdo 15 e a 19). Destaque para a
guestdo 19, que em nossa opinido, serd a com o maior indice de erros (até
mesmo entre os alunos mais bem preparados) por ser uma questao que
exigia um alto nivel conceitual de aplicagGes de derivadas em construcédo de
graficos de fungdes. Gostariamos de ressaltar a melhora em relagcdo ao ano
passado, uma vez que os enunciados (mais claros) ndo geram algum tipo de
davida nem motivos para anulacdo (como foi o caso dos ultimos 3 anos de
prova).

Assuntos Abordados:
1. Nameros Complexos e Polinbmios

2. Célculo: Maximos e Minimos de fun¢Bes Reais (derivadas)
3. Fatoracao, Trigonometria. Eq. da Circunferéncia

4. PG

5. Geometria : Areas

6. Analitica no R3: Plano e Reta no R3

7. Célculo: Integrais imediatas/ Trigonometria

8. Andlise Combinatéria: Probabilidade

9. Polinbmios e P.A.

10. Geometria espacial: Volumes

11. Trigonometria: Soma de Arcos

12. Logaritmos

13. Sistema linear, Vetores no R3 (Produto misto)

14. Trigonometria

15. Calculo: Retas tangentes a uma curva. Regra da Cadeia
16. Calculo: Teorema da funcao inversa. Reta normal a uma curva
17. Calculo: Derivada e Integral Imediata

18. Determinante (Laplace) e Polinbmios. Binbmio de Newton
19. Célculo: Analise gréafica de uma funcao real.

20. Inequacgdes do primeiro grau. Logaritmo
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Questédo 1
Sejam a e b ndmeros reais ndo nulos tais que a equagao

x° +4x% —x3 +(2a+b)x? +(a-b -3)x +(ab+2) =0 admite duas e somente
duas raizes nulas. Se z = a + bi € um nimero complexo, entdo o argumento

de —=
1+z

a) arctg(1)

b) arccos(%)
c) arccos(—%)

d) arcsec (%5)

e) arccos(0)

é

Resolucéo
x° +4.x* =x* +(2a+b).x* +(a-b-3).x+(ab+2)
Para que o polinbmio acima tenha 0 como raiz dupla, devemos ter:

2
ab+2 b b2+3b+2=0
a-b-3=0 = Ja=b+3 = {2 +b +0 B
2a+b#0 2a+b#0 arb#
b=-1;a=2

Logo:
Z _2+i_(2+1)(8+1) 1 i

- ==+=
1+z 3-i 10 2 2

= arg (—1f z] = Arctg G;—;] = Arctg(1)

Z=2-i =

Resposta: (A) Arctgl
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Questao 2

O valor minimo relativo da funcdo f, de variavel real x, definida por
2 2

f(x) = — +b—2, onde a, b eR*, vale

sen2 X COs™ X

a) (a+2pl)> b) a*+b? c) 2lab]  d) (ja] +[b))>  e) 2(a+Db)?

Resolucéo
f(x)=

a2 b2

2.a2.cosx 2.bzsenx
+ +
sen2x cos2x

sen3x COS X3X

= f'(x)=-

Analisando os pontos criticos:
a2.cosx 2.bzsenx
f'(x)=0 < = o tgzx_II
sendx cOS X3X [o|

Verificando pelo teste da 22 derivada se tais pontos sdo pontos de minimo:
f'(x) = —2.a%.ctgx.csc 2x + 2.b2.tgx.sec 2x

= —2a2.(ctgx).(1+ ctg?x )+ 2b2.(tgx).(1+ tg?x)

= f"(x) = 2a2.csc 2x + 6a2.ctg2x.csc 2x + 2.b2.sec 2x + 6b2.tg2x.sec2x >0 , VX

Como a 22 derivada é sempre positiva, entdo nos pontos criticos encontrados
teremos pontos de m|'nimo Com isso:

m|n( )— b? = = ( a* +b2j

senzx C0S?2X cos?x | tg2x

Stiraiie

al+|b
=%-(|ab|+|b|>=<|a|+|b|>z

Logo:

Resposta: (D) (lal + |b|)2
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Questdo 3 Considere a fungdo f, de variavel real x, definida por
f(x) = sen®x + cos® x + m(sen*x + cos* x) , onde m € R é um valor que torna f
constante. A equacado da circunferéncia tangente ao eixo y, cujo centro esta

no ponto de intersecdo das retas -2mx +2y -5=0 e x +4y -3 =0 é:

a) X% +y?+2x-2y+1=0 b) x%+y? +2x+2y+1=0

c) x2+y?2-2x=0 d x?+y?+2x=0
e) x?+y?-2x-2y+1=0

Resolucéo
Da fatoracao béasica, temos as seguintes relacdes:

(sen2x +cos2x)? = sen®x + cos® x + 3.sen’x.cos” x.(senzx +cos? x)
- N
=1 =1

sen®x + cos® x =1-3.sen2x.cos2x

(sen2x + cos2x)2 = sen*x + cos* x + 2.senx.cos” x

S —
=1

sen?x + cos* x =1-2.sen2x.cos2x

Assim:
f(x) = 1-3.sen?x.cos2x + m.(1- 2.sen?x.cos 2x) =

= (1+m)+ sen?x.cos2x.(-3 —2m)

Para f(x) ser constante, basta anular os termos que dependem de x. Para
isso, bastaque: -3-2m=0 .. m=-3/2

3x+2y-5=0

Com isso, temos as retas:
-X+4y-3=0

A intersecao delas € no ponto (1,1). Como a circunferéncia é tangente ao
eixo y, devemos ter r = |Xc| onde Xc = abcissa do centro. Assim, a equacao

da circunferéncia é dada por: (x-1)2+(y-1)2=1

Desenvolvendo, chegamos a resposta:

Resposta: (E) x2+y2—-2x—-2y+1=0
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Questao 4
Sendo a o primeiro termo de uma progressao geométrica, b o termo de
ordem (n+1) e c o termo de ordem (2n + 1), entdo a relagdo entre a, b e ¢ é:

a) c2-ab+b?=0

b) b? —ac* =0

c) b?+a®+4ab-c? =0
d) b* +2a%cb+b?c=0
e) b* -2ach? +a%c? =0

Resolucéo
Do enunciado, sendo g a razéo da PG:

AN 2
b_a.qz = [Bj =& o broac
c=aqg”" a a

= (b2-ac)=0

= (b2-ac)2=02=0

= b*-2.ach2+a2c2=0

Resposta: (E) b* — 2ac.h?+a2c2 =0
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Questéo 5

Na figura abaixo ABC é um triangulo
equilatero de lado 2n e PQ(arco),
PR(arco) e QR(arco) sdo os arcos
de circunferéncia de raio r. Os

segmentos MN e CS sdo
perpendiculares ao segmento NS e

QRS(arco) é uma semicircunferéncia

de centro em C.

242 5

Se seno = =X e a soma das areas hachuradas mede [J’E - gjrz te entdo

ovalorder é?
a) 22 b) 2* c) 2 d 2% e) 2

Resoluc&o E atil calcular o cosseno do angulo alfa: cosa = 1—%3 =%

A érea interna hachurada no tridngulo equivale a area total do tridngulo
menos a area de 3 setores circulares de 60° cada um. Assim, como o lado do
triangulo é 2.r, temos:

(228 e rz.(@_ﬁj

4 "6 2

Como sabemos a soma das areas hachuradas, nos restara que o trapézio
terd 5/9 como area

r=r.cosa
o 2 (r-r.cosa)+r
2 L "7 rsena
/i ]
I
r2.(2-cosa
Com isso: E:Q.senoc :r25'\/E Lor= L =274
9 2 NA

Resposta: (B) r =274
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Questao 6
Considere m© o0 plano que <contem o0 centro da esfera

x%2 +y?2 +2%2 —6x+2y -4z+13=0 e a reta de equacdes paramétricas
X =2+t
y=1-t ,teR. O volume do tetraedro limitado pelo plano & e pelos planos
z=3+2t

coordenados é, em unidades de volume:

a) 30 ) 50 100 d) 200 4100
3 9 9 9 3
Resolucéo
Completando quadrados na equacao
da esfera, teremos:
P (3,:1,2)

(x=3)2+(y+1)2+(z-2)2=1 / u=4=T,
A=(2,1,3)

Seja P o centro. P = (3,-1,2). A=(2,1,3)
€ um ponto da reta que tem como
vetor diretor u = (1,-1,2).

Os vetores AP = P-A = (1,-2,1) e u definem o plano. O vetor normal ao plano
€ dado por:

|
APxl = [l -2 -1=-5i-3.,j+k// (53-1)
1

Tendo o ponto A = (2,1,3) temos a equacédo do plano:
(213)en
5x+3y-z+c=0 = 10+3-3+c=0 .. c=-10

(m): Bx+3y-z-10=0

O plano define segmentos de comprimentos 2, 10 e 10/3 com 0s eixos
coordenados (basta fazerx =y=0,x=z=0ey=2z=0).

O volume do tetraedro tri-retangulo é dado por:
Vo 2.10.(10/3) 100
6 9

Resposta: (C) 100/9
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Questéo 7
O valor de I4sen(2x).coszx.dx
2
a) - COS2X N COS4xX +C b) -cos2x + sen‘2x LC
2 4

3

C) —erC d) —3c052x+c
3 2

€) -cos2x — cos4x +C
Resolucédo

j4.sen(2x).coszx.dx =4. J'Z.senx.cosx.coszx.dx =

4
=-8. J'(—senx).cosf’x.dx -8 X, C, = -2.(cos?x)’ +C;
2

=—2.(1+%S(ZX)J +C, = —%.(1+ 2.cos(2x)+cos?(2x))+C,

1 cos2(2x) 1 1+ cos(4x)
=-=-c0s(2Xx)-———=+C; =-=-c0s(2X) - ——————=+C,

2 2 4
= —cos(2x)——cos(4x)+c

4
Resposta: (E) —cos(2x) - M+C
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Questao 8

A secretaria de uma empresa tem a tarefa de enviar 5 cartas de cobranga,
com diferentes textos e valores, para 5 diferentes clientes. Uma vez
preparadas as cartas e 0s respectivos envelopes, a secretaria pede a sua
auxiliar que coloque as cartas nos envelopes e as remeta pela empresa de
Correios. Supondo que a auxiliar ndo tenha percebido que os textos séo
diferentes e tenha colocado as cartas nos envelopes de forma casual ou
aleatoria, a probabilidade das cartas terem sido enviadas corretamente para
cada destinatério é:

a) 0,15%

b) 0,24%

c) 0,25%

d) 0,83%

e) 0,92%

Resolucao
Casos favoraveis: H4 um Unico caso favoravel (o que todas as cartas vao
para o lugar certo).

Casos totais: Basta organizar 5 cartas distintas em um fileira de 5 elementos.
5! =120 casos.

A probabilidade pedida sera dada por P = (casos favoraveis)/(casos totais) .

Portanto, a probabilidade é de 1/120 = 0,008333...

Resposta: (D) 0,83%
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Questéo 9

80 _
O resto da divisdo do polindmio M(x) = X (3))(x +1) 80-] pelo polinémio
j=1

N(x) =x + 2, xeR, éigual a

a) 120
b) 80
c) 60
d) 40
e) 0

Resolucéo
Pelo teorema do resto de D"Alembert, o resto de M(x) por (x+2) é dado por
M(-2).

80 )
M(-2)= (3).(-1)"" = -3+6-9+12-15+18+...-3.79 + 3.80
i=1

=(6+12+18+...+3.80)-(3+9+15+...+3.79)

PA de razao 6 PA de razao 6
(6+3.80).40 (3+3.79).40

Resposta: (A) 120
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Questdo 10 _ _
O trapézio retdngulo ABCDA, representado na figura

abaixo, faz uma rotacdo completa em torno do eixo |,
gerando um sélido s. Sabendo que os segmentos AB e
BC e o angulo 6 tém por medida 8cm, 8cm e 30°,
respectivamente, e que o volume de S vale o dobro do
volume de uma esfera de raio R, pode-se concluir que
0 comprimento de R, em cm, é:

a) 2(3+1Y3 b)) 4B +3)° ) 23 +3)t/3

d) 83 +12  e) 43 +nt/3

Resolucéo

O volume é a soma de um cone e um cilindro, que somam o volume de 2
esferas de raio R.

2
Veiindro * Veone = 2'%7T'R3 = nrzh +M = 2-%TE.R3
2
= w828 +@ = %n.R3

= R=43(3+3)
Resposta: (B) R = 43/(3 +V3 )
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Questéo 11
Os angulos o e Bna figura abaixo séo tais que B = o +%, e a equacao da

retar é y = x — 2. Entdo tg(a + p) vale:
a) —2+\/§

b) -3

C) —2—\/5

d) -243

e) —243+2

Resolucéo
Do coeficiente angular da reta r, temos que a = 1/4. De onde segue que 3 =
/3. Portanto:

2
_ tgo +1tgB _1+x/§_(1+“/§) _ 2. f3

f9(a+p)= 1-tgotgB 1-43 -2

Resposta: (C) -2 - J3
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Questao 12

No sistema cartesiano abaixo esta esbocada uma porcao do grafico de uma
funcdo y(x) =log,(x + a) restrita ao intervalo [2,8], acR*,. Se y(2) = 2, entdo
o valor da &rea hachurada é:

a) 6 +%Iog4 3 b) 12 +log, 3 C) 8 +2log, 3
d) 6+8log; 3 e) 12+Iog‘E3

2
Resolucéo

Do enunciado:
y(2)=2 = log,(2+a)=2 = 2+a=4 =a=2

A soma das areas € dada por:
2.y(2)+2y(4)+2.y(6)=2.(log, 4 +log, 6 +l0g, 8)
=2.(2+log, (2.3)+3)
=2.(5+log, 2+log, 3)
=12+2.log,3 = 12+Iogﬁ3

Resposta: (E) 12 + Iogﬁ 3
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Questéo 13
Considere x,y,ze vetores no R? que satisfazem ao sistema

X+y+2z=(2-1-2)
X+2y+3z=(5-2-8)
X + 4y +92 = (15,-6,-24)

0 produto x e (yx z)vale

a) -1

b) 0

c) 1/2

d 1
e) 2

Do sistema:
)2+§/+2=(2,—],—2) [
x+2y+3z=(5-2-8) |
X +4y +9z = (15,-6,-24) Il

Fazendo (Il = 1) e (Il = 11):
y+2z=(3-1-6) IV
y+3z=(5-2-8) V

Fazendo (V- IV) e resolvendo, acharemos:

x=(1-12)
y=(-112)
z=(2,-1-2)

O produto misto pedido € nulo, uma vez que x e y séo vetores paralelos (os 3
vetores ndo formam volume!)

Resposta: (B) O.



http://www.rumoaoita.com

Projeto Rumoaoita  Resolucédo da Prova Escola Naval 12 fase

Questao 14
Sejam f e g fungbes reais definidas por f(x) = 2sen?x +6cosx €
g(x) =k + cos2x , keR, se f(gj + g(%r) = 12—9, entdo a soma das solugfes da

equacdo f(x) = g(x) no intervalo }% 1?“’{ é

a) 13rn
6

13rn
b) =>T
) 3

n
C) —
) 3

d) 251
6

e) 16n
3

Resolucéo
f(i =9/2 :>g7—n=5 = cosﬁ+k=5 = k=5
3 4 2

=0
Da igualdade, f(x) = g(x), teremos:
5+c0s(2x) =2.sen2x +6.cosx < 5+2c052Xx—1=2-2.c0S?X +6.COSX
< 2.cos2x-3.cosx+1=0
< cosx=1 ou cosx=1/2

~ . . - it . , 137
As solucdes no intervalo estipulado sdo: x =21 e X = Y cuja soma é =

Resposta: (B) BTR .
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Questéo 15

Sejam L; a reta tangente ao gréfico da fungéo real f(x) = e“"2 ~3X no ponto
P(-1,f(-1)) e L, a reta tangente ao grafico da funcdo y = f ’ (x) no ponto
Q(-1,f(-1)) . A abscissa do ponto de interse¢do de L;e L, é

1 1 1 1
_= _= = = 1
a) 5 b) 3 C) 5 d) 3 e)
Resolucéo

Utilizando a regra da cadeia:
\ 2x -3 Jx2_3x \ 5e2
f'(X)=——=e = f'(-)=-—
( ) 2.4/%2-3x D

Derivando mais uma vez:

W ol (2x-3).(2x-3)

f"(x) :l 2.\/X2—3X e [x2—3x n (2X—3) (2X—3)e x2-3x
2 X2 — 3X ' Ix2—3x 2Jx2—-3x
41e2
fr(-q = 2
= f"(-2) =

Achando as equacdes de L; e L,:

{Ll: (Y-fCD)=f(D.(x—(-1) |t =e)= —5762-(H1)
Lo (y-f'(-1)=f"(-1).(x-(-1)) L,: (y+ 5;2) _ 4\1;;2.(“1)

Resolvendo quanto a abcissa:

Resposta: (A) —%
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Questao 16
A funcio real f, de variavel real é definida por f(x) = In(x®> + x* + x). Podemos
afirmar que a equacédo da reta normal ao grafico da funcéo inversa f ™ no

ponto (In3, f *(In3)) é

a)y-3x+3In3=1 b)3y-x+In3=3 ¢)y+3x-In27=1
d)3y+x-In3=-3 e)y+3x-In3=3

Resolucao
Sabemos que f(1) = In3 e a derivada da funcao inversa de f é:

1

Sabemos também que:
+ 5x*+3x2+1

Inx) =—4————="f'(x = F(1)=3
(Inx) = =252 == () @)
Ve - I 1 1
Dai segue que: (f l) (In3):§ = Mpygmal RETEEE

A equacéo desta reta sera:
(y—(f‘l(InS)))z—3.(x—|n3) = y-1=-3.(x-In3)

Resposta: (C) y+3x—-In27=1
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Questéo 17

Considere y = f(x) uma funcéo real, de variavel real, derivavel até a 2% ordem
etalquef” (xX) +f(x) =0, vx e R. Se g(x) = f ‘(X)senx — f(x)cosx + cos2x,
entdo:

a) g -T2 c b) gx) =€ ) gx) - =
d) g(x) =2f(x) - COS2X +C e) g(x) =senx+cos’x +C

Resolucéo
Derivando g(x):

g'(x) = f"(x).senx +L()Q.r€05/x—L()Qfeos/x+f(x).senx—2.cosx.senx

sen(2x)
= senx.(f"(x) + f'(x)) — sen(2x) = —sen(2x)
=0
Integrando, teremos g(x): g(x) = Ig‘(x).dx = J.(—sen(ZX)).dx = %(Zx)jL C
Resposta: (C) g(x) = cos£2x) +C
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Questao 18
Considere a matriz
1 5 1 -1
2x2 -3 3x2 -1-2x2
A= 2 2
5 4 mx° -nx+2 2X° +3x -5
0 1 0 0 axa

e o polinémio p(x) = x2 - 2x -3, onde X, m e n pertencem ao conjunto R. Se o0
determinante da matriz A é divisivel pelo polindmio p(x) podemos afirmar que
o termo de ordem (m+n) do binbmio

7
2
(—X y —523]
5
é:

a) —7x8y%z°%  b) 14x8y4z° c) —7x8y%z®  d) —14x®y4z°
e) 14x8y4z°®
Resolucéo

Para haver divisibilidade, as raizes -1 e 3 (do polindmio divisor) devem ser
raizes do polinémio dividendo. Dessa forma:

1 5 1 -
2 3 3 3| Laplace 1 1 B
detA(—l): = |2 3 -3
5 4 m+n+2 -6
5 m+n+2 -6
0 1 0 0

Para que o determinante seja nulo, basta que as colunas 2 e 3 sejam
proporcionais, o que nos d&: m + n = 4. Utilizando o desenvolvimento do
binbmio de Newton para o 4° termo.

4
2
T, = C?(%j -(—5.23)3 =-7x8y*2°

Resposta: (A) —-7.x8.y*.z°



http://www.rumoaoita.com

Projeto Rumoaoita  Resolucdo da Prova Escola Naval 12 fase

Questéo 19

Seja f a funcéo real de variavel real, definida por f(x) = \/3 x3 —x2 . Podemos
afirmar que:
a) féderivavel Vx e R *

b) fécrescente Vx e R,
c) fépositiva Vx € R, e (1, f(1)) é o ponto de inflex&o

d) areta3y -3x+ 1=0¢é uma assintota do gréafico da f e (0, f(0)) é o ponto de
méaximo local.

e) féderivavel ¥x € R" - {1} e 3y — 3x — 1 = 0 é uma assintota do gréafico da f.

Resolucéo
Achando a derivada nos pontos em que f é derivavel:
1 3x2-2x
P =3——2m
3 (e
O que nos sugere que a derivada nao existird para x = 0 ou x = 1. De fato:
3/y3 _ y2
lim f(x)-f(0) —Iim X3-x2 _ o
x»0 x-0 x—0 X

_ 3/y3 _ y2
lim f(x)-f(1) lim X3 — X
x->1 x-1 x>0 X-—1

Como os limites nao existem, a fungdo ndo é derivavel em x = 0 nem em x =
1. (Letra A é falsal). A primeira derivada assume valores negativos entre 0 e
2/3, logo f ndo é estritamente crescente em todo R*. (Letra B é falsa). A
funcao f é negativa para x = -1, por exemplo, 0 que torna a Letra C falsa.

Achando a assintota y = mx+h ao gréfico:

= lim f(x) _ I|m XX = lim 31— (1/x) =

X—w X X—>00 X—0
h= lim f(x)-mx = lim (\/x3—x2 —x) = lim x. (3 1-(1/x) —1)
X—>00 X—>0 X%w:;:o

-0

(,3[1 l/X ) LHospltaI
= lim i

X—>00 X—>c0 - (l/ X2)
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Logo, a equacdo da assintota é dada por: y=x-1/3 .. 3y-3x+1=0
A afirmacdo acima torna a Letra E falsa. Basta provarmos que (0,f(0)) é
maximo local.

1 3x2-2x

lim £'(x) = lim =.—X"2X__q
x—0" ( ) x—0" 3 (X3_X2)2/3

2 _
fim £ = fim =X "2 g
Xx—0" x—0" 3 (X3 _ X2)2 3

O que significa que f decresce a direita de 0 e cresce a esquerda. Logo,
apesar de haver um ponto de nao derivabilidade (um “bico”), este ponto é um
ponto de maximo local!

Resposta: (D)
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Questdo 20 Considere os conjuntos A = {x emll%|<4} e B =
X .

{x e R/logg(x? —5x +7) > o}. Pode-se afirmar que A "B é:

) [

b) |- oo,?_ U R
10

C) ]— OO,—3[ U :|— 2,?|:

d) — oo,];)—o |\ ]3,+oo[

6) ]_ —3[u };,m[

Resolucéo
O conjunto A gera a seguinte condi¢do de existéncia.
X*2 450 10
-4 < X+2 <4 o 2x-3 RS 2x~3
2x -3 X+2 _4<0 _7_(x—2j<0
2x-3 2x—-3

X <10/9 ou x>3/2
< A={xtalque x<10/9 ou x>2}

{x<3/2 ou xX>2

O conjunto B gera a condi¢&o:
{xz -5x+7>1

= X2-5x+6>0 = X<2o0uUXx>3
-5x+7>0

A intersecdo de A com B, nos da:

Resposta: (D) x < % ou x>3
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