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Resolucéo da Prova da Escola Naval 2009.
Matematica — Prova Azul
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Os 36 melhores alunos do Colégio Naval submeteram-se a uma prova de 3
questdes para estabelecer a antiguidade militar. Sabendo que dentre esses
alunos, 5 s6 acertaram a primeira questdo, 6 s6 acertaram a segunda, 7 s6
acertaram a terceira, 9 acertaram a primeira e a segunda, 10 acertaram a
primeira e a terceira, 7 acertaram a segunda e a terceira e 4 erraram todas as
questdes, podemos afirmar que o nimero de alunos que ndo acertaram todas as
3 questdes é:

Candidatos que acertaram somente a primeira questdo: 5

Candidatos que acertaram somente a segunda questao: 6

Candidatos que acertaram somente a terceira questao: 7

Candidatos que acertaram todas as questfes: X

Candidatos que acertaram a primeira e a segunda questdo: 9

Candidatos que acertaram somente a primeira e a segunda questdo: 9 — x
Candidatos que acertaram a primeira e a terceira questdo: 10

Candidatos que acertaram somente a primeira e a terceira questdo: 10 — x
Candidatos que acertaram a segunda e a terceira questdo: 7

10 Candidatos que acertaram somente a segunda e a terceira questdo: 7 — x
11. Candidatos que nao acertaram nenhuma questéo: 4

CoNoohkwdE

Perceba que os conjuntos 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10 e 11 sdo disjuntos e sua unido gera o
universo dos 36 alunos. Logo,5+6+7+x+9-x+10-Xx+7-x+4=36 X =6.
Logo a quantidade dos que néo acertaram todas as questdes foi 30. (D)
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_ 1 1
= fﬁmdx + f1+x2 dx
= arcsen(x) + arctg(x) + ¢
= -arccos(x) + arctg(x) + ¢

Logo, a opgéo correta é o item E

Uma esfera de 36mem3 de volume esta inscrita em um cubo. Uma pirdmide de
base igual a face superior do cubo, nele se apbia. Sabendo que o apdétema da
piramide mede 4m e que um plano paralelo ao plano da base corta esta
pirdmide a 2m do vertice, entdo o volume do tronco assim determinado € igual
a:

. 4 3 Sejam: a=2R
i)V =-mR°=36m a = Aresta do cubo S=a2=4R?
R=3m. R = Raio da esfera S=36
g = ApoOtema da pirdmide
.. _ a2 h = Altura da piramide
i) g2 =hz + (5)
h2=g2- R2
h=v16 -9
h=+7

vaey 2 N 4
i) ()% = ?b Sp =-S5

. V7o 2 1 8 8
|V) Vironco = ?S - gsb “ Vironco = ES(\/? - 7) “ Vironco = 12(\/7 - ;) (B)
Sejam n € N tal que 2* + 25+ .-+ 2" =8176 e m 0 menor m € N tal que

m! . . )
246-Zm) = oTloag 10 seja verdadeira. O produto mn vale:

i) 242" 3 -1)=8176 - 2" 3 =512=2% > n=12.
.. ! 1

m m! 1 m 6, _
“) 2:4-6--(2m) = 62log 6 40 - 2Mmm 1 < 402 -2 = (2 25) - m=11.

ii)mn=12-11 = 132 (D)

Seja z um numero complexo tal que iz + 2z = -3 -3i, onde z é o conjugado de z.
A forma trigonométrica do nimero complexo 2z + (3+i) é igual a:

Sejaz=a+ bi:
i(a+bi) + 2(a-bi) = -3-3i
i (a+3-2b) + (-b+2a+3) = 0.

(2-20="3 a=-1b=1

2a—b= -3

Desse modo,
2Z + (3+i)) =w =2(-1-D)+3+i ~w=1—1{.
w = /2(cis %) (D)
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. A equacéo d—Xi = gsenSx. cos3x é dita uma equacdo diferencial de segunda
.. d 43

ordinaria de segunda ordem. Quando x = 0, d—z vale Y vale 2. O volume do

cilindro circular reto, cujo raio da base mede 2v/2m e cuja altura, em metros, é

o valor de y quando x = 4, vale em metros cubicos:

4 (d_y) = ~sen5x.cos3x Para x = 0, temos:
dx ddx 13 43 _ 11 4
d(d—i’) = (sen8x + sen2x) dx E_'E(§+§)+ ¢
c=1
d_Y) = _1d 1 +
(dx = —7(5cos8x + ~cos2x) +¢C

Ydy = dr_1 16058x+16052x dx + 41TdX
2 4Y 0 6 '8 2 0

y—2=0+4my=2+4nm
Dessa forma, V = (2v2)? (2 + 4n)  V = 16m(1 + 27). (E)

x+2y—3z=4
O sistema linear 3x—y+5z=2 , onde a € R, pode ser
4x+y+ (@’ -14)z=a+2
impossivel ou possivel e indeterminado. Os valores de a que verificam a
afirmacédo anterior sdo, respectivamente:

X+2y—3z2=4
3x —y 45z = 2 . {7x+z(a2—9)=a+4

4x+y+ @2 —14)z=a+2 7x+7z=8

z(a?=16)=a—-4 ~z(a—4)(a+4)=a—4
Para a = 4, nosso sistema € possivel e indeterminado. Para a = -4, o sistema é

impossivel. (B)

8. Seja P o ponto de intersecdo entre as retas r e s de equacdes 3x —2y + 4 =

0e—4x+3y—7 =0, respectivamente. Seja Q o centro da circunferéncia de
equacdo x + y* + 24 = 6x + 8y. A medida do segmento PQ ¢ igual a quarta
parte do comprimento do eixo maior da elipse de equacéao:

Essa é uma tipica questdo da escola naval onde o candidato tem que testar os itens
propostos para achar a solugéo.

A equacdo fornecida no item D nos da:
x2+2y2—2x—8y+1=0~-(x—1)2+ 2(y —4y+4)+1-8—-1=0

_1)2 gy
cx—1)%42(y—-2)*=8 - (xgl) + (y42) =1
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Dessa forma, o eixo maior da elipse vale: d = 4v/2, de modo que d/4 = /2.

O ponto P pode ser encontrado mediante a resolugédo do sistema:
3x—2y+4=0
{—4x +3y—7=0"F@5)

O ponto Q € encontrado apds fatorarmos a equacao:
x2+y*+24=6x+8y-(x—3)+ (y—4)?=1-Q(34).

ﬁ =(-1,1) » |PQ| =2 (Logo, a resposta é o item D).

A equacdo da parébola cujo vértice € o ponto P(2,3) e que passa pelo centro da
curva definida por x* + y* —2x — 8y + 16 = 0.

Dx?+y*—2x—8y+16=0 - (x —1)? + (y—4)? =1. > C(1,4).

ii) Supondo a parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo y:
(x—x,)* = 2p(y —y,) » (x = 2)* = 2p(y — 3)
(1-2)2=2p(4—-3) »>2p=12y—x*+4x—7=0(A)

Consideremos a € R, x# 1ea # 1. Denotemos por logxelog,x, o0s
logaritmos nas bases 10 e a, respectivamente. O produto das raizes reais da
equagdo 2[1 + log,2 10] = [loglx_l]2 é

1) Das condigOes de existéncia dos logaritmos, temos: x > 0.
ii) Resolvendo a equacao:

2[1 +log,210] = |

1
2 - — 1no2
logx‘l] - 2[2 log, 10 + 1] = log~ 10

Fazendo y = log, 10, temos:

y+2=y* 5y’ -2y-2=0-y=1%V3

Desse modo, temos:
1

- x; = 101+v3
. 0que nos fornece:

1
y=1+ \/§—logx10—>logx—m

y=1- \/§=log,510—>logx=ﬁ§ - x; = 1013
1 V10
X1Xp = 10-2 = W (C)

A melhor representacdo grafica para a funcao real f, de variavel real, definida
por f(x) = |=—|é:

Inx

E fécil perceber que o dominio da funcéo é o intervalo (0,+00)\{1}.

f@) == ) = S = f W = T

Inx n%x xIn3x
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f'(x) = 0,quando x = e.
f’(x) = 0quando x = €

e
IR e R— e+ttt
A R -

\/

yll

X—z=y+2
z—x=y-—-2
equacdes paramétricas de uma reta r, que passa por P, paralela ao plano m e
distando 3 unidades de distancia da reta s sao:

As

12. Considere o ponto P (1,3,-1), o planom: x + z =2 e aretas: {

i) Calculando o vetor diretor da reta s:

o x=0+1k
{’Z‘_i;yfg —>{y=0+0k S8 = (1,01)
y z=-2+1k

if) Calculando o vetor normal ao plano m:
Dada a equagdo do plano 7: x + z = 2, seu vetor normal é dado por 7 = (1,0,1)

iii) Vetor diretor da reta r:
Seja7? = (a,b,c). Como aretar é paralela ao plano,7 L 7. Desse modo,
7-n=(ab,c) - (1,001)=0 > a+c=0 »a= —c.

iii) Como podemos ver, a reta s é perpendicular ao plano. Logo r e s sdo reversas.
Tomando o ponto Q (3,0,1) sobre a reta s, Q_I5 = (2,—3,—2) temos que a
distancia entre r e s é dada por:

_|eP- @ am)|

k
d= - 1
I7 Al

= i(=b) +j(2a) + k(b)
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__|—2b—6a—2b| . 2 2N 2 2
Dessa forma, 3 = Nrorai 9(4a“ + b*) = 36a° + 16b” + 48ab, de
b=0 ->7=a(1,0-1)
onde obtemos: ou .
b = —-24a
x=1+1t
Dai, temos que as equagdes paramétricas da reta r sdo: y =3+ 0t  (E)
z=-1-1t

Considere a equagdo ax®+ bx*+cx+d =0, onde a,b,c,d € R*. Sabendo
que as raizes dessa equacdo estdo em PA, o produto abc vale:

Sejam as raizes da equagdo x —r, x, x + r, temos pelas relagGes de Girard:
: b _ b
Dx—r+x+x+r=——.x=—=(l)

C

.. c b?
||)x2—rx+x2+rx+x2—r2=Z.°.x2—r2= ——255(I

i) x(x? — %) = =2 (1)

2b3427da?

Substituindo (1) e (1) em (I11), encontramos que: abc = . ©

Seja n 0 menor inteiro pertencente ao dominio da funcdo real de variavel real

f(x) = In’2X _ Podemos afirmar qgue logn3,/3 3v3..é raiz da

(@)@

equacao:

03@ax=3]3¢3¢§i.

= (3V3V3. 5L =33V =x > x*~9x =0 x=90ux = 0. Apenas

solucdo x = 9 tem sentido.

.. ) eX+1
i) Seja f(x) :lngfwg)(xm-

A condicdo de existéncia de f nos assegura que

0 (I)

X
3
a

3 eX+1

AR R

e*+1
@ o

Como e* + 1 > 0, Vx, temos que o sinal de (I) depende apenas do denominador:
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27 3 3\3 3\* 1 . :
L) — (D - (= S N
(64) @ >0 (4) > (4) x > 2. Logo o maior inteiro que satisfaz

a condicdo de existéncia é 3, o que implica n = 3.

log, 3,/3\/ 3Vv3...=1logz39 = 2.

A equacdo x* — 4x? — x + 2 = 0 admite 2 como raiz. (C)

A . , _ . ~ 1 1
Cada termo da sequéncia de numeros reais é obtido pela expressao (;— ﬁ)

com n € N*. Se f(x) = xarcsen(>) e S,é a soma dos n primeiros termos da
6 n

oA . ~ ' (301
sequéncia dada, entdo f (ﬁ . S300) vale:

i) Calcularemos primeiro Sz .
11 1 300

300
S200 = Yo — — =1—- —==—,
300 = Zn=1 n n+l 301 301

i) Derivando a fungdo f(x):
fx) = xarcsen(%) - f'(x) = arcsen (%) +

,(301 g ) _ ,(301 300) _ ,(3) _ (3) 4 3 _
f \Tog S3w0) = [ \100 " 307) =/ @) = arcsen(g) + ¢ 2 7 6
(A)

Considere a funcéo real f, de variavel real, definida por f(x) = x+Inx,x > 0.
Se g € a funcdo inversa de f, entdo g°’(1) vale:

Pelo teorema da funcdo composta, temos:

(feg) )=f(9()) g ).

Em particular, quando g = £~ 1, temos que (f o g)(x) = x.
Derivando, temos que: 1 = f'(g(x)) - g (%).

Derivando novamente: 0=f" (g(x)) - (g'(x))2 + f(g®)- g ).

Calculando os valores necessarios:
g1)=1;f21)=1

f@=1+->fM=2-g01)=1/2
ffe)=—=-f = -1

AT S

. IRY
f (9()-(g' @) "
fllew) 8

Fg@) ) (1) =

"

g (x) =
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17. Pode-se afirmar que a diagonal do cubo, cuja aresta corresponde, em unidades de
medida, ao maior dos médulos dentre todas as raizes da equagdo x5 + 3x* + 7x3 +
9x% + 8x + 4 = 0 mede:

i) Por inspecgdo de raizes, encontramos x=-1. Com o dispositivo de Briot-Ruffini, reduzimos
0 grau da equacgdo:

Assim, tem-se uma equacio de 4° grau: x* + 2x3 + 5x% + 4x + 4 = 0.

ii) Para encontrar as outras raizes, separamos o polinémio em dois de grau inferior:
x*+2x3 +5x2+4x+4 = (x*+ Ax + B)(x* + Cx + D),com A,B,C,D € Z

Desenvolvendo o lado direito, chegamos em:
x*+2x3 +5x2 +4x+4=x*+(A+C)x3+ (B+ D + AC)x? + (AD + BC)x +
BD = 0.
iii) Sabendo que BD=4, temos somente algumas possibilidades para (B,D):
(B,D) € {(—2,—-2),(—1,-4),(—4,-1),(4,1),(1,4), (2,2)}.
A partir disso, devemos resolver o sistema abaixo, usando as possibilidades de (B,D)
acima:
A+C =2
B+D+AC=5
AD +BC =4
BD =4

As solugdes sdo todas analogas, sempre se chegando a resultados nao inteiros para 0s
pares (B, D) errados.
Para (B,D) = (2,2),temos A = C = 1. » (x* + 2x + 2)? = 0. As raizes desse

polindmio sdo x = —% + i% de multiplicidade 2.

, e 1, .v7 1 7 .
Portanto, as raizes do polinémio inicial sdo {—1, —3 + i =5 17}, e 0 modulo de
todas as complexas é v/2, sendo este o maior médulo (pedido no enunciado).

iv) Com isso, sabemos que o cubo do enunciado tem lado 2. A diagonal pedida mede,

entdo, v2.v/3 = /6. (B)

18. Nas proposic¢des abaixo, coloque (V) na coluna a esquerda quando a proposi¢ao
for verdadeira e (F) quando for falsa.

y—x+2=0
(V) Resolvendo o sistema,{y + x — 8 = 0, encontramos os vértices: A (0,2), B(0,3)
y=0

e C(5,3). Dai, temos que AC = BC.

(F) Temos que o centro da hipérbole é o ponto C(0,0) e que sua semi-distancia focal
vale 24/2, que serdo, respectivamente, o centro da circunferéncia e o seu raio. Logo a
equacdo da circunferéncia é x* + y* = 8.
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(F) Nada podemos afirmar sobre a continuidade da fungdo em x = a. Portanto, ndo
podemos afirmar que f(a) = b para qualquer fungéo f.

(F) Seja f(x) = k, em que k é uma constante qualquer. Em qualquer ponto de f(x)
temos que f (x) = f~ (x) = 0 e estes resultados ndo caracterizam um ponto de
inflex&o.

a b c

(V) Para qualquer tridngulo temos a lei dos senos: = = = 4R, em

enA senB senC

que R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo. Entdo, temos que a segunda
linha do determinante é uma combinacéo linear da terceira.
Logo, como resposta temos o item (E).

19. O termo de mais alto grau da equacgdo biquadrada B(x) = 0 tem coeficiente
igual a 1. Sabe-se que duas das raizes dessa equacdo sdo, respectivamente, o

6
termo central do desenvolvimento (%—%) e a quantidade de solugdes da

equacdo sen’x — 6senxcosx + 8cos’x =0 no intervalo [0,2m]. Pode-se
afirmar que a soma dos coeficientes de B(x) vale:

1) Para o termo central do desenvolvimento, temos:
6). (L)L (L) . (=1 =Y
©-@ @) - cv=-F

i) Resolvendo a equacéo: sen®x — 6senxcosx + 8cos*x = 0

senx — 4cosx = 0 tgx = ~
(senx — 4cosx)(senx — 2cosx) =0 - ou - ou , 0 que
senx — 2cosx =0 tgx = =

nos fornece 4 solucdes.

iii) Como caracteristica das equacgdes biquadradas, temos que as raizes sdo simétricas. Logo,

o0 conjunto solugdo é: {—4,4, — @,@}.

5
iv) Entéo, a equacio sera: (x? — 16) (x2 - é) —0oxt—By2432

5 5
Como soma dos coeficientes temos: -9. (A)

20. A medida da &rea da regido plana limitada pela curva de equagdo y =
Vv 4x — x?* e pela reta de equacdo y = x mede, em unidades de area,

i) Encontrando os limites de integracgéo:
Vix—x*=x->4x—x?=x* > x*—2x=0- x=0o0ux = 2, que serdo nossos
limites de integracéo.

ii) Integrando:

foz(\/ 4x —x* — x)dx = foz VAx — x%dx — foz xdx.

Na primeira integral faca x — 2 = 2seny.
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f_0£4coszydy— x;lg = 2f_0£(c052y+ 1)-2dy—2=sen2y| % +2y| % —2=n-2
2 2 2 2

(B)



